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Abstract: The research objective of this brief review paper is trying to introduce an optimization description for the classical 

(discrete) Minkowski problem to our mathematical readers, in the use of as plain and simple mathematical languages as 

possible. We also summarized some breakthroughs of the research history of classical Minkowski problem, and look forward 

to seeing a current breakthrough proposed. The classical Minkowski problem can be reduced to find solutions of the famous 

Monge-Ampere equation. The optimal transportation problem can be reduced to find solutions of the famous Monge-Ampere 

equation too. Optimal transport theory is an important application of the Minkowski problem. This brief review paper 

introduced the optimal transportation problem and its applications at the end of this paper. At present, the Monge–Kantorovich 

optimal transport has found applications in wide range in different fields (including image registration and warping, reflector 

design, retrieving information from shadowgraphy and proton radiography, seismic tomography and reflection seismology, 

etc.). In conclusion, the author of this brief review paper described and studied the classical Minkowski problem in 

optimization languages. Minkowski duality is also needed to study furthermore. This is an interesting research topic for 

optimization related researchers. There is a wealth of information and insight in the classical Minkowski problem and its 

optimal transportation problem. This studying is worth the effort. 
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摘要：本简短论文的研究目的是用尽可能简单明了的数学语言向我们的数学读者尽力介绍经典的(离散) Minkowski问

题的最优化描述, 并且综述该问题的突破性的研究历史, 展望经典 Minkowski 问题的当前重大研究课题。经典的 

Minkowski 问题，最终可以归结为解著名的 Monge-Ampere 方程。求解最优传输问题也可以归结为求解 Monge-

Ampere 方程问题; 可见最优传输理论是 Minkowski 问题的一个重大应用; 本简短论文文末简介了最优传输问题及目

前 Monge-Kantorovich 最优运输问题在(图像配准和变形, 反光板设计, 从皮影摄影和质子射线照相中检索信息, 地

震层析成像和反射地震学等)不同领域中的广泛应用。Minkowski对偶也值得我们去深入研究。总体上来讲，作者就此

问题进行了详细描述及研究。这是相关领域研究人员非常感兴趣的一个课题，论文中涵盖的信息量较多，研究具有一

定的参考价值。 
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1．引言 

在数学上，在�-维欧氏空间��的凸体是一个内部非

空的紧凸集。在微分几何中，高斯映射是从欧氏空间��
中的一个曲面到单位球面��的一映射。高斯映射是以卡

尔·弗里德里希·高斯命名。 給出��中的曲面�，高斯映射

是一個连续映射�:	� →	��，使得�(
)是在点
上正交于�的单位向量，就是曲面�在点
处的法向量。 

概括地说， Minkowski 问题要求在单位球����上的

非负 Borel 测度上作为��充实凸体的表面积测度的必要

和充分条件。凸体�  的表面积度量��  是（� -1)-维 

Hausdorff 度量的前推，该度量通过高斯映射限制在� 的

边界 上 。 Minkowski 问 题由  Hermann Minkowski ， 

Aleksandr Danilovich Aleksandrov ， Werner Fenchel 和 

Børge Jessen [1] 解决 ：单位球上的Borel 度量 µ 是凸体的

表面积度量，当且仅当 µ 在原点具有质心且不集中在一

个大的子领域。然后，凸体由 µ 唯一确定，直至平移。 

在微分几何中，Minkowski 问题要求构造一个严格

凸的紧致 曲面�，该曲面的高斯曲率已指定。更确切地

说，问题的输入是在球面上定义的严格正实函数�，并且

要构造的曲面在点�处应具有高斯曲率�(�(�))，其中�(�)表示�在�处的法线。本简短评论论文向我们杂志的

读者们介绍 Minkowski 问题的最优化描述 [2]。 

2．一个最优化描述 [2-5] 

Horn曾经提出了“Shape from Curvature”的想法：给

定一个封闭的凸曲面，我们求出它的高斯曲率，用高斯

映射将高斯曲率定义在单位球面上。我们能否由定义在

单位球面上的（原曲面的）高斯曲率来重建原曲面？ 

这就是经典的 Minkowski 问题，最终归结为解蒙日-

安培方程。下面，我们接着介绍这一问题的几何解法。 

我们先考察离散的 Minkowski 问题(见 [3] 的图1)，

然后用离散的解法来逼近连续问题。离散 Minkowski 问

题相对直观，容易理解。 

Minkowski 问题 [3-4]: 在�维欧式空间 �� 中，给定�
个不被包含在 �� 的半空间里的单位向量 ��, ��, … , ��，�个正实数 ��, ��, … , ��，满足条件���� + ����		+	…	+���� = 	0。 是否存在一个紧致凸多面体�，它有�个面 ��, ��, … , ��，每个面��的法向量是��，面积为��？ 如果

存在，这样的凸多面体是否唯一？ 

我们首先解释约束条件 ���� + ����	+	…+ 	���� =	0 的必要性。假设这样的凸多面体存在，我们向一个超

平面 〈�,			�〉 = 	0 投影，凸多面体双重覆盖超平面，平面

上每一个点或者不被覆盖，或者被覆盖两次。如果一个

点被覆盖两次，则一次被正向覆盖，一次反向覆盖。因

此，凸多面体在平面上的总投影面积为 0，这意味着：��〈��,			�〉 + 	��〈��,			�〉 + ⋯+	��〈�� ,			�〉 	= 0 。因 为超

平面的法向量任意，所以我们有���� + ����	+	…	+	���� = 	0。 

Minkowski 证明了凸多面体的存在性，并且证明这

样的凸多面体彼此相差一个平移。Minkowski 的证明是

基于变分原理。假设每个面��的方程为〈�,			��〉 = 	　�，这

里 　�,　�, … ,　�  是未知变量，令  	　∶= 	(　�,　�, … ,　�)，
凸多面体记为 �(　)。我们记多面体	�(　) 的面 ��(　) 的

面积为 #�(　)。考察下列的优化问题 

 max'()( �(ℎ))        

  s.t. ℎ	 ∈ , = 	 -(	ℎ�, ℎ�, … , ℎ�)	| 	∑ 	��	ℎ� =��0�1, #�(ℎ) 	≥ 0,			∀	1	 ≤ 5	 ≤ �6 
则多面体 �(　) 的体积是自变量　的可微函数 

789:(;(<))7<= = #�(ℎ)。 

首先，我们证明定义域,为 �� 中的凸集 [2]。 为此，

我们需要引进所谓 Minkowski 和的概念(Minkowski Sum)。

给定两个多面体 �, >	 ∈ 	��，它们的 Minkowski 和定义

为： 

� ⊕ >	 ∶=	 @A + #	|	A	 ∈ �, #	 ∈ >B	。 

关于  Minkowski 和的体积，存在著名的  Brunn-

Minkowski 不等式： 

['()(� ⊕ >)]�/� 	≥ 	 ['()(�)]FG 	+ 	 ['()(>)]�/�	。 

假设 　�, 　� 	 ∈ ,，对一切 H	 ∈ [0, 1], 
�(H	ℎ� + (1 − H)ℎ�) = 	�(H	ℎ�) ⊕ �((1 − H)ℎ�)。 

同理，我们可以看出对于多面体上的每个面 

��(H	ℎ� + (1 − H)ℎ�) = 	��(H	ℎ�) ⊕ ��((1 − H)ℎ�)。 

由 Brunn-Minkowski 不等式 

#�(H	ℎ� + (1 − H)ℎ�) 	≥ 	#�(H	ℎ�) ⊕ #�J(1 − H)ℎ�K ≥ 0。 

这意味着 H	　� + (1 − H)	　� 	 ∈ ,，,为�� 中的凸集。 

多面体 �(　) 的体积是自变量　的可微函数，定义域,为凸紧集，因此体积函数在,中极值点存在。 我们来验

证极值点必为定义域,的内点。体积函数的梯度为 

∇	'()(�(ℎ)) = (#�(ℎ), #�(ℎ), … , #�(ℎ))M. 

在定义域边界点处，某个面 �� 的面积 #�(　) 为 0。

将梯度向平面 ��　� + ��　�	+	…	+ 	��　� = 1 投影，投

影后的梯度第5个分量为 

−�� ∑ #N(ℎ)�NN∑ �:�: < 0, 
同时可以验证 
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P#�(ℎ)Pℎ� < 0, 
因此边界点处的梯度指向,的内部。这意味着体积函

数的极值点必为定义域,的内点。 

用 Lagrange 乘子法，我们得到在极值点处： 

PPℎ� 	'()	J�(ℎ)K − H QR�NℎN − 1N S = 0, 
等价地，我们有 

#�(ℎ) − 	H	�� = 0. 

则凸多面体 �(H�1/�　) 即为 Minkowski 问题的解。 

我们考察连续情形下的 Minkowski 问题。我们可以

用离散情形的 Minkowski 定理来解连续情形的Minkowski 

定理(由离散的 Minkowski 定理， @(��, ��)B 决定了一个

凸多面体。我们不停地细分球面的三角剖分，得到一系

列凸多面体，其极限就是连续 Minkowski 问题的解)。 总

的来说，用言简意赅简单明了的语言，Minkowski问题 是：

给定法向量  ��, ��, … , ��  及其面积 	��, ��, … , ��  使得 ���� + ����	+	…	+ 	����   消失，找一个紧致凸多面体

使得它的各面的法向量是 ��, ��, … , ��，并且使得相应与 �� 的面积恰恰是�� [5] 。 

3．研究历史及当前研究课题 

维基百科(wikipedia)总结了以下突破性的研究历史 

[6]: 

1. 在欧几里德3维空间中，可以轻松地将辐射定位问题

简化为 Minkowski 问题：在给定的高斯表面曲率上

恢复凸形。 

2. 短波衍射的反问题被简化为 Minkowski 问题。 

3. Minkowski 问题是衍射数学理论以及衍射物理理论

的基础。 

4. 1953年， Louis Nirenberg 发表了两个长期存在的开

放问题的解决方案 [7]，即欧氏3维空间中的 Weyl 

问题和 Minkowski 问题。 

5. 1959年，Herbert Busemann 发表了 Minkowski 及其

相关问题的带边界凸面理论 [8]。 

6. 1969年，AV Pogorelov 解决了黎曼空间中的 Weyl 

问题 [9]; AV Pogorelov 也 解决欧几里得空间中的多

维 Minkowski 问题。 

7. 1976年，成秀玉与丘成桐共同研究充分证明了欧几

里得空间中高维 Minkowski 问题(实Monge-Ampère 

方程的 Dirichlet 问题) [10]。 

目前最大的悬而未决的问题是，2007年“Minkowski 

问题在 Riemannian 空间的解决” [11] 是否正确。 

经典的Minkowski问题，最终可以归结为解著名的

Monge-Ampere 方程。对于数学最优化和凸分析研究领域

来说，与Minkowski 问题紧密相关的一个问题是：最优

传输理论 (研究最佳运输和资源分配)。最优传输问题最

早是由法国数学家 Gaspard Monge 于1781年提出 [12]； 

苏联数学家和经济学家Leonid Kantorovich在该领域取得

了重大进展 [13-14] - 因此有时运输问题被称为 Monge-

Kantorovich 运输问题；运输问题的线性规划公式也称为 

Hitchcock-Koopmans 运输问题 [15]。法国数学家 Brenier 

建立了最优传输问题和凸函数之间的内在联系, 进一步得

到著名的 Monge-Ampere 方程。因此，最后求解最优传

输问题也可以归结为求解 Monge-Ampere 方程问题。显

然最优传输理论是Minkowski问题的一个重大应用。目前 

Monge-Kantorovich 最优运输问题已在不同领域中得到广

泛应用, 其中包括： 图像配准和变形, 反光板设计, 从皮

影摄影和质子射线照相中检索信息, 地震层析成像和反射

地震学, 等。Minkowski对偶 [16] 在数学最优化及其它领

域的应用也值得我们去深入研究。 
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