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Abstract: The change of house price is a common phenomenon. People are eager to grasp the law of house price to become the 

winner of real estate investment. This paper uses Boston house price data to explore the relationship between Boston house price 

and which independent variables. This paper uses linear regression model to construct the relationship between housing prices 

and crime rate in Boston. First, the classical linear model is adopted. Then we do the collinearity test, removing the lever point 

and other operations, the residual of the model still does not conform to the normal distribution, so the classical linear model 

cannot describe the data very well. Then, we add the quadratic term and the cross term, and use the method of stepwise regression 

to get the optimal regression autoregressive quantum set. After removing the leverage point and significance test, we found that 

the residual distribution was approximately normal. It shows that the improved model has well described the law of data. Finally, 

according to the data, the main conclusions are as follows: house price and tax rate, index close to the highway and index close to 

the city center are inversely correlated, which is positively correlated with the number of rooms, the proportion of teachers and 

students, and whether it is close to the Charles River. In addition, the concentration of nitric oxide, the proportion of low-end 

population and crime rate also have a certain relationship with housing prices. 
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摘要：房价的变动是一个常见的现象。人们也渴望掌握房价的规律来成为不动产投资的赢家。本文采用波士顿房价的

数据，探讨波士顿房价与哪些自变量有关系。本文采用了线性回归模型来构建波士顿房价与犯罪率等因素的关系。首

先，经典的线性模型被采用。再做了共线性检验，去除杠杆点等操作之后，模型的残差还是不符合正态分布，因此经

典的线性模型并不能很好的刻画数据。随后，我们加入了二次项和交叉项，采用逐步回归的方法得到最优的回归自变

量子集。在经过去除杠杆点和显著性检验之后，我们惊喜的发现残差大致呈正态分布。说明改进的模型已经比较好地

刻画数据地规律。最后，根据数据得到主要的结论：房价和税率，靠近公路指数以及靠近市中心指数成反相关，与房

间个数，师生比例以及是否临近查理斯河呈正相关。此外，一氧化氮浓度，低端人口比例以及犯罪率与房价也有一定

的关系。 

关键词：房价变动线性，回归逐步回归，正相关，负相关 
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1．前言 

房价一直是人们津津乐道的话题。其中一个重要原因

就是房价的价格变动和生活中很多要素相关，如经济发展

水平和当地犯罪率。另外，作为一项投资行为，不动产的

市场规律也是一个热点话题。本文关注波士顿房价的规律，

使用著名的波士顿房价数据集,[1]旨在探讨波士顿不同区

域的房价与一些区位要素以及房子本身特点的关系。在这

个数据集中，共有503条观测记录，每一条记录代表波士

顿某一个区域的平均房价和相关的区位因素。由此，因变

量是波士顿某一个区域的平均房价（PRICE），自变量有
13个，包括： 

CRIM：城镇人均犯罪率。 

ZN：住宅用地超过25000 sq.ft.的比例。 

INDUS：城镇非零售商用土地的比例。 

CHAS：查理斯河空变量（如果边界是河流，则为1；
否则为0）。 

NOX：一氧化氮浓度。 

RM：住宅平均房间数。 

AGE：1940年之前建成的自用房屋比例。 

DIS：到波士顿五个中心区域的加权距离。 

RAD：辐射性公路的接近指数。 

TAX：每 10000 美元的全值财产税率。 

PTRATIO：城镇师生比例。 

B：1000（Bk-0.63）^ 2，其中 Bk 指代城镇中黑人的
比例。 

LSTAT：人口中地位低下者的比例。 

为了简单明了的反映房价和其他区位因素的关系，我

们采用线性回归模型以及其衍生模型。线性模型的发展可

以追溯到高斯 和马可 夫的经典模型 � = �� + � , 

�~�	0, �
��。这个模型在一些比较简单的情形可以清楚地

反应自变量和因变量的线性关系但是大多数情况下要求

误差��在每个数据点都独立是不现实的。因此，统计学家

开始把模型假设放宽：� = �� + �, �~�	0, Σ�，来刻画误

差之间的关系。[2]然而，现实中事物的联系往往不仅仅局

限在线性关系，更多地是一种非线性关系。幸运的是，线

性模型在加入非线性项之后非常容易就划归成了新的线

性模型，这为线性模型的推广提供了极大的便利。另一方

面，计算回归的算法也在不断发展。[3]人们发现最初的最

小二乘法非常容易受到异常点的影响。[4]于是，LAD方法

[5]和分位数回归[6，7，8]等方法相继问世。另外，BIC和

AIC两个指标的广泛使用解决了平衡参数个数和精度之间

的平衡，可以用以计算最优的回归变量子集。 

本文的安排如下：首先，在第一部分展示基本的数据

统计性描述。接着，在第二部分，我们尝试用最经典的线

性回归模型建立模型。基于模型的统计检验和残差分析，

我们做出剔除异常点，Box-Cox变换[9]和岭回归[10]等改

进。接着，在第三部分，我们考虑加入二次项计算最优回

归子集。最后，在第四部分，我们讨论模型带来的结论和

问题。 

2．数据统计性描述 

表1展示了13个自变量和因变量的平均值，标准差，

分位数和最值。值得注意的是，这13个自变量中有一个是

0-1变量---CHAS，表示是否临近查理斯河。其余的12个自

变量的分布都是典型的厚尾分布[11]。而因变量PRICE的

分布比较均匀，大致符合正态分布。这为使用回归模型带

来了极大的便利，因为线性模型的正态性假设。 

表1 某区域房价的自变量和因变量的平均值，标准差，分位数和最值。 

 CRIM ZN INDUS CHAS NOX RM AGE 

count 506 506 506 506 506 506 506 

mean 3.593761 11.36364 11.13678 0.06917 0.5546 6.284634 68.5749 

std 8.596783 23.32245 6.860353 0.253994 0.115878 0.702617 28.14886 

min 0.00632 0 0.46 0 0.385 3.561 2.9 

25% 0.082045 0 5.19 0 0.449 5.8855 45.025 

50% 0.25651 0 9.69 0 0.538 6.2085 77.5 

75% 3.647423 12.5 18.1 0 0.624 6.6235 94.075 

max 88.9762 100 27.74 1 0.871 8.78 100 

表1 继续。 

 DIS RAD TAX PIRATIO B LSTAT PRICE 

count 506 506 506 506 506 506 506 

mean 3.795043 9.549407 408.2372 18.45553 356.674 12.65306 22.53281 
std 2.10571 8.707259 168.5371 2.164946 91.29486 7.141062 9.197104 

min 1.1296 1 187 12.6 0.32 1.73 5 

25% 2.100175 4 279 17.4 375.3775 6.95 17.025 
50% 3.20745 5 330 19.05 391.44 11.36 21.2 

75% 5.188425 24 666 20.2 396.225 16.955 25 

max 12.1265 24 711 22 396.9 37.97 50 

 

图1展示了13个自变量和因变量的两量之间的散点图。

计算PRICE与各个因变量的相关系数，因变量PRICE线性

相关程度比较强的变量是平均房间数RM和低端人口占比

LSTAT. 而且有多组变量的相关系数比较高，这暗示着数

据矩阵X 可能有强烈的多重共线性。 
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图1 13个自变量和因变量的两量之间的散点图. 

3．经典线性回归 

考虑经典的线性回归模型， 

� = �� + �, �~�	0, �
�� 

先使用OLS回归，计算得到此时的�� � �	�������。
图2展示了使用python statsmodels.api里的OLS包得到的模

型概述。可以看出： �
 � 0.741  和������ !�
 � 0.734可以看出模型不是
可解释性不是非常强，只能解释数据变异73.4%的信息 

D-W 统计量等于1.078，不趋于2，意味着残差并不

是独立的。 

 

图2 使用OLS包得到的模型概述。 

JB统计量很大，P（JB）很小，这说明残差并不是正

态分布的。 

自变量AGE 和INDUS 的p值很大，说明这两个变量的

系数可以是0（这需要做F检验，看两个系数是否能同时为0。 

4．模型诊断与改进 

4.1．检验共线性与岭回归的比较 

首先，我们检验模型的共线性。依次计算每个变量

的VIF。从图3.b我们可以看出VIF最大值是7.21没有超过

10，说明因变量之间没有很强的共线性。我们在这里保

留所有的变量。但是，自变量中最高的VIF达到7.210，

不是很强的共线性可能对结果有影响。考虑到这一点，

我们对该数据集做岭回归以避免共线性的影响。图4.a

展示了岭迹图，最优# � 1。图4.b对比了最优#值的参数
估计和最小二乘估计。可以看出，与最小二乘估计相比，

除了RM和AGE这两个变量之外，其余的系数缩小。但

系数的改变并不明显，这也验证了共线性的影响不是很

强。 

 



55 牛艺霖 等：波士顿房价的线性回归模型  

 

 

 

(a) 

 

(b) 

图3 （a）求VIF值的代码,（b）每个变量的VIF值。 

 

(a) 
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(b) 

图4 （a）数据集的岭迹图，(b) 最优$值的参数估计和最小二乘估计。 

4.2．检测异常观测 

4.2.1．首先，我们需要去除模型中的杠杆点 

 

图5 每个变量的杠杆值。 
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根据H矩阵算出每个变量的杠杆值，图5可以看出相对于平均值（2*12/503=0.044）确实有很多大于0.1的杠杆点。 

4.2.2．去除了杠杆点，我们考虑学生化残差来找出异常值 

图6展示了Bonferroni双侧检验的临界值|-3.90|和所有超出临界值的数据点，可以看出第336和第335个数据点是异常

值。对于这些异常值，我们无法判定是否是由于数据输入的输入错误还是自然发生的。所以我们暂时保留它们。 

 

图6 Bonferroni双侧检验的临界值和所有超出临界值的数据点。 

4.2.3．最后我们考虑有影响的观测点 

图7计算了cook统计量并从大到小排序，结果显示第335，334，337，139，131和142观测点的cook统计量比较大。

我们将这些点去除。 

 

图7 计算cook统计量并从大到小排序。 

将所有的不正常的点全部去除，我们重新做OLS回归。图8展示了重新做最小二乘回归的结果。可以看出去掉这些

点之后的模型�
和 
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������ !�
 比之前的模型提高了不少，AIC和BIC也有明显的提高。 

 

图8 重新做最小二乘回归的结果. 

最后，我们重新发现去掉杠杆点的模型中,p值大于0.05的自变量有三个：CRIM，INDUS和AGE。我们需要做F检

验，看这个三个自变量前系数是否能够同时为0. 在图9中可以看出，事实上，假设通过检验，可以同时去掉这三个变

量。这个结果也印证了模型不具有较强的共线性。 

 

图9 对p值大于0.05的三个自变量做F检验。 

4.3．Box-cox变换 

从因变量PRICE的直方图可以看出，PRICE与正态分

布有些相似,且PRICE>0. 我们考虑用Box-cox变换，即令

%& � '()��
*  ,- # . 0

/0% ,- # � 0 . 图10.a展示了对数似然随#的变化图。
可以看到#的95%置信区间在[0.1，0.25]左右，为了便于解

释，我们取#=0.25。即因变量变为1��23& � √1��235
 我
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们对1��23&做OLS回归，图10.b展示了回归后的结果。可 以看出模型此时的�
已经提高到了0.79. 目前的模型为； 

√1��235 � 2.1642 � 0.0897 & �: ; 0.0140 & <�= � 0.0038 & �>< ; 0.003 & ?>� ; 0.019 & 1?�>?�@ � 0.0003 & A ; 0.016 & B>=??  

 

(a) 

 

(b) 

图10 （a） 对数似然随$的变化图,(b) 对CDEFG&做OLS回归后的结果。 

4.4．残差分析 

接着，我们来进行残差分析。图11.a画出了标准化的残差-因变量均值散点图。可以看出，残差并不对称地分布在

直线两侧。再结合残差的QQ图和直方图（图11.c），我们可以判定残差并不服从正态分布。 
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图11 （a）标准化的残差-因变量均值散点图,（b）平方根变换之后的残差图,（c）残差的QQ图和直方图。 

4.5．判定是否为异方差和非线性 

我们对预测值和残差做一阶线性回归，看是否存在线

性关系。从p值可以看出线性趋势并不显著。但这只能说

明线性趋势不明显。图12.b展示了D-W统计量的值，p值

小于2.2*e-16,这是序列相关性强的证据。但是D-W统计量

为0.98，表明一阶的线性关系并不显著可能存在高阶的关

系。 

 

 

图12 （a）展示D-W统计量的值的代码,（b）D-W统计量的值。 

4.6．方差稳定变换 

基于以上的分析，��的方差可能是异方差且非线性。
考虑方差稳定变换，图11.b是平方根变换之后的残差图。

从图11.a和图11.b的对比中可以看到方差还是没有达到稳

定，残差仍然未对称地分布在直线的两侧。这说明平方根

变换并没有太大的作用，问题的根源还是在于自变量没有

二次项 

5．模型的改进 

由于之前的分析可以看出，对于波士顿房价的数据，

经典的线性模型确实得到令人满意的模型。于是，我们先

考虑加入全部二次项和交叉项，再用逐步回归筛查出最优

的的回归变量子集.故目前的模型是 
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%�& � H IJ�K�JK��
JL�

� H �MK�M
N

MO�
� ��, � � 1,2 … Q 

逐步回归算法简介如下[12] 

计算第零步增广矩阵。第零步增广矩阵是由预测因子
和预测对象两两之间的相关系数构成的。 

引进因子。在增广矩阵的基础上，计算每个因子的方
差贡献，挑选出没有进入方程的因子中方差贡献最大者对
应的因子，计算该因子的方差比，查F分布表确定该因子
是否引入方程。 

剔除因子。计算此时方程中已经引入的因子的方差贡
献，挑选出方差贡献最小的因子,计算该因子的方差比，
查F分布表确定该因子是否从方程中剔除。 

矩阵变换。将第零步矩阵按照引入方程的因子序号进
行矩阵变换，变换后的矩阵再次进行引进因子和剔除因子
的步骤，直到无因子可以引进，也无因子可以剔除为止，
终止逐步回归分析计算 

图13展示了逐步回归的代码和结果。注意到模型参数

的增加�
增加但������ !�
 也有很大的提高，达到了0.860，

而且两者十分接近，说明多余的变量很少。另外，此时的

D-W统计量比之前更接近2，说明此时的残差更接近独立。

更可喜的是，AIC和BIC明显减少，说明精度的增加大大

压过参数增加的惩罚。 

接着我们筛查一遍模型中的异常点（杠杆点），按照

上述模型重新建模，发现筛查杠杆点后的模型中又出现了

5项的t值大于2（见图14）：1�>?�@, A,  B=?>?
, ?>� &1�>?�@ 和 A & B=?>?。我们做F检验，检验通过，将这五

个变量全部剔除。得到最终模型。 

√1��235 � ;43.0051 � 34.7164 & 2S>= � 17.7707 & �: ; 0.0972 & ?>� � 4.0136 & B=?>? ; 0.0507 & <�=
 ; 0.1082 

& �><
 � 2.1578 & 2��: & 2S>= ; 7.2173 & 2S>= & �: ; 0.6689 & �: & B=?>? � 0.0058 & �>< & ?>� � 0.0040 

& ?>� & 1?�>?�@ ; 0,0011 & ?>� & B=?>? ; 0.0141 & 2��: & B=?>? ; 30.9793 & 2S>= & �>< ; 0.6003 & 2S>= 

& B=?>? ; 0.9181 & �@� & �>< ; 0.3182 & �: & 1?�>?�@ 

图15.b展示了最终结果的总结表。剔除了杠杆点之后������ !�
 增加至0.868。AIC和BIC大幅下降，D-W统计量

也接近1.6，表明自变量更加接近独立。图15.a展示了最终

模型的残差图.残差大致均匀的分布在0的两侧且标准化

残差集中分布在[-2,2]的带型区域。图15.b展示了QQ图和

直方图，也反映了此时的残差大致服从正态分布[13]。综

上所述，我们的最终模型要优于之前的经典模型。 

 

(a) 
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(b) 

图13 （a）逐步回归的代码,（b）逐步回归的结果。 

 

图14 筛查一遍模型中的异常点（杠杆点）重新建模。 
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图15 （a）最终模型的残差图,(b)最终模型的结果的QQ图和直方图。 

6．结果与讨论 

结论： 

波士顿各地区的房价PRICE 与 税率TAX 成反比，

与住宅平均房价数RM和该地区师生比例PTRATIO 成正

比。与0-1变量，是否临近查尔斯河CHAS，成正比。 

波士顿各地区的房价PRICE与 接近公路指数RAD的

平方和接近街区指数DIS的平方成反比。 

其他3个变量：犯罪率CRIM，低端人口比例LSTAT

和一氧化氮浓度NOX，以交叉影响的方式与之前提到的6

个变量影响房价。 

房价 和 大面积房子占比 ZN， 旧房子比例 AGE，

非裔美国人比例指数B和非零售土地比例 INDUS无关。 

讨论： 

值得注意的是模型中有一个0-1变量 CHAS。而在最

终的模型中，含有CHAS的交叉项有四项：CHAS*RM，

CHAS*CRIM，CHAS*NOX 和CHAS*PTRATIO. 也就是

说这些交叉项的含义是 在查尔斯湖畔的RM，CRIM，

NOX 和PRATIO指数(如果不临近查尔斯湖畔，那么就等

于0)，相当于CHAS这个要素突出了RM，CRIM，NOX 和

PRATIO指数是否发生跳跃。这些交叉项组成了新的有特

殊意义的项，使得0-1变量不再难以在控制。 

另外，有4个变量未出现在模型中，至于它们是否与

模型无关，可以用多元方差分析[14]去检验。或者用

pearson检验[15]其与PRICE的独立性。 
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