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Abstract: With the rapid development of information technology, data information also presents the Characteristics of 
diversity. Meanwhile more and more datum are presented in the form of functions. Therefore, functional data has become 
the focus of researchers. Functional data analysis has also proved to be of great value in the fields of biology, medicine 
and metrology. A partially functional linear regression model is proposed for the regression cases in which the response 
variables are scalar types and the predictive variables are both variable types and functional types. For the functional 
predictive variables, we use the functional principal component analysis method to reduce the dimension of the 
functional data.The least square method is used to calculate the estimate of parameters.With the improvement of people's 
living standard, people pay more and more attention to health. And an increasing number of people are eager to live a 
healthy life and keep healthy. Healthy and comfortable sleep has become a topic of increasing concern to researchers. 
Using data from PhysioNet Databases on activity and sleep in healthy people for this study, we found that the predicted 
variables in the model could well explain the response variables. The application of partially functional linear model is 
further extended. 

Keywords: Functional Data, Partially Functional Linear Regression, Functional Principal Component Analysis, 
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摘要：随着信息技术的迅速发展，数据信息也呈现出多元化的特点，越来越多的数据以函数的形式呈现出来。因此，

函数型数据成为广大研究者们关注的焦点。函数型数据分析也被证实在生物学、医学、计量学等领域有很大的应用价

值。针对响应变量是标量型、预测变量既有变量型又有函数型的回归情形，提出了一种部分函数型线性回归模型。针

对函数型预测变量，我们采用函数型主成分分析法，对函数型数据进行降维；并采用最小二乘法求得参数估计。随着

人民生活水平的提高，人们对于健康的重视不断提升，越来越多的人迫切地想得到健康的生活，保持身体的健康状态。

健康与舒适的睡眠日益成为广大研究者关注的话题。我们通过应用PhysioNet Databases中提供的有关健康人活动与睡眠

的数据进行了研究，研究结果可以看出此模型中的预测变量可以很好的解释响应变量。部分函数型线性模型的应用得

到了进一步的推广。 
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1．引言 

随着信息技术的发展，越来越多的数据均呈现出曲线

或图像的形式。面对一些高纬度的数据，传统的多元回归

分析已经不能解决，早在1982年Ramsay就提出了函数型数

据这一概念[1]。函数型数据是指定义在紧区间上的实值函

数，换言之，以函数形式呈现出来的数据。图1给出了2017

年中国郑州、天津、唐山等49个城市的日平均气温变化情

况，就属于函数型数据。我们可以看出函数型数据的一个

特点：函数型数据是无限维的。 

自从Ramsay和Dalzell提出函数型数据分析以来[2]，
函数型数据分析一直备受广大研究者的欢迎，主成分分析、

聚类分析、自协方差函数等很多统计方法都被应用到函数

型数据分析中，函数型数据分析在医学、经济学、生物学

及计算机等各个领域都有所发展。 

 

图1 中国50个城市气温数据。 

由于函数型数据是无限维的，与标量型数据不同，这

两种类型的数据可以分别作为预测变量和响应变量出现在

归回模型中，因此，导致了函数型数据回归模型种类众多。

在实际应用中，预测变量既有函数型数据又有标量型数据

的模型最为居多，我们将这一类线性模型称为部分函数型

线性回归模型。部分函数型线性回归模型首先由Zhang et al.

提出，主要是研究标量的响应变量和包括向量值和一个函

数型的混合协变量之间的线性关系[3]。Shin提出一个基于

函数型主成分分析的估计方法并且研究了它的渐近性质[4]。
Shin and Lee分别采用函数型主成分分析法和Tikhonov正则

化方法研究了预测问题[5]。Yu et al.考虑了参数部分的线性

假设检验[6]，他们成功地把广义似然比检验方法推广到部

分函数型线性回归模型中[7]。Lu et al.考虑了部分函数型线

性分位数回归模型的估计[8]。Li et al.研究了响应变量非忽

略性缺失下的部分函数型线性回归[9]。 

随着生活生平的提高，人们越来越重视身心健康。人

体又是一个复杂的系统，系统各因素之间影响十分密切。

本论文旨在研究心率、睡眠前后唾液中皮质醇水平差、体

质指数、行为回避/抑制指数对睡眠质量的影响。提出了

部分函数型线性模型的概念，通过主成分分析和最小二乘

法求得了该模型中的参数系数估计，最终将该模型应用到

了健康人睡眠质量的研究。 

2．部分函数型线性模型 

第 i 个 样 本 或 观 测 点 的 数 据 为

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , ,i i id d d d i iX t t T X t t T X t t T Z Y∈ ∈ ∈⋯

, 1i n= ⋯ ，并假设这些数据均是独立同分布的。其中，函数

型预测变量 ( )ijX t 是平方可积的随机过程；非函数型预测变

量 ( )1 2, ,
T

i i i iqZ Z Z Z= ⋯ 是q 维向量；响应变量 iY 是标量型数

据。我们假设Y 与 ( )( ), , 1j jX t Z j d= ⋯ 存在以下关系： 

( ) ( )
1 j

d
T

j j j j j
T

j

Y X t t dt Zα β γ ε
=

= + + +∑∫      (1) 

且满足， 

( )( )E | , 0j jX t Zε =  

( )( ) 2Var | ,j jX t Zε σ=  

其中，α 是未知截距，是一个常数， ( )j
β i 是平方可

积的未知斜率函数， ( )1 2, , ,
T

qγ γ γ γ= ⋯ 是未知的参数向量。 

3．模型估计 

3.1．主成分分析 

为了解决函数型数据无限维的问题，我们采用了函数

型主成分分析法进行降维[10]。令 ( ), 1,2,k kφ =i ⋯是函数空

间上的一组标准正交基，因此有 ( )2 1k
T

t dtφ =∫ 。函数型预测

变量 ( )ij jX t 和参数函数 ( )j jtβ 可以展开为： 

( ) ( )
1

ij j ijk k j

k

X t tξ φ
∞

=

=∑  

( ) ( )
1

j j jk k j

k

t tβ β φ
∞

=
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那么有 

( ) ( )
j

ijk ij j k j j
T

X t t dtξ φ= ∫  

( ) ( )
j

jk j j k j j
T

t t dtβ β φ= ∫  

其中， ijkξ 成为函数型主成分得分，并满足 ( )E 0ijkξ = ；
2
jkβ < ∞∑ 。 

可以得到模型（1）的另一个表达式： 
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1 1

, 1,2, ,
d

T

i ijk jk i i

j k

Y Z i nα ξ β γ ε
∞

= =
= + + + =∑∑ ⋯       (2) 

为了解决函数型预测变量无限维所带来的的困难，我

们将预测变量在 p 处截断，且维数 p 随着 n → ∞ 而渐进增

加[11]。 

模型（2）可进一步写成： 

1 1

, 1,2, ,
pd

T

i ijk jk i i

j k

Y Z i nα ξ β γ ε
= =

= + + + =∑∑ ⋯        (3) 

3.2．最小二乘法 

我们定义一个最小二乘法准则[12][13]： 

( )
2

1 1 1

, ,
pn d

T

n i ijk jk i

i j k

L Y Zα β γ α ξ β γ
= = =

 
= − − − 

 
∑ ∑∑       (4) 

定 义 ( ) ( ), ,
ˆˆ ˆ, , arg min , ,nLα β γα β γ α β γ= ， 其 中 ，

( )1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

T
T T Tβ β β β= ⋯ 和 ( )1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
T

j j j jpβ β β β= ⋯ ，所以 α̂ 是α 的

一个估计， γ̂ 是 γ 的一个估计，并且将 ( )j tβ 的估计定义

为 
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=
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ˆ ˆˆ , ,
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nU U U= ⋯ ， ( )0 1, , , nZ Z Z Z= ⋯ ，其中， ( )0 1,1, ,1
T

Z = ⋯ 因

此 0α γ= 。则（4）式可以写成矩阵形式： 
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( ), ,nL α β γ 的最小解的表达式为 
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其中 ( ) 1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆT T

U
P U U U U

−
= ， I 是 n n× 的单位矩阵。 

4．实例研究 

4.1．数据来源说明 

本部分使用PhysioNet Databases中提供的有关健康人

活动与睡眠的数据。数据是由BioBeats（biobeats.com）与

比萨大学的研究人员合作收集并提供的。 

健康人活动和睡眠的多级监控（MMASH）数据集提

供24小时连续的逐次跳动心脏数据，三维加速度计数据，

睡眠质量，身体活动和心理特征（例如焦虑状态，压力事

件和情感），吸引22位健康参与者。此外，该数据集中还

提供了唾液生物标志物（皮质醇和褪黑激素）和活性日志。 

MMASH数据集将使研究人员能够测试身体活动，睡眠质

量和心理特征之间的相关性。 

招募了22名健康的年轻成年男性。在开始之前，参加

者签署了知情同意书以参加本研究。根据《通用数据保护

条例：欧洲议会和欧盟理事会EU 2016/679法规》（2016

年4月27日），该指南提供了有关研究方案，可能的风险

和数据使用的信息，有关保护个人隐私的规定如下：关于

个人数据的处理以及此类数据的自由移动。在按照赫尔辛

基宣言修订在 2013 年，研究批准了比萨大学（＃

0077455/2018）的伦理委员会。 

在数据记录开始时，记录参与者的拟人特征（即年龄，

身高和体重）。同时，参与者填写了一组初始调查表，这

些调查表提供了有关参与者心理状态的信息：早晨-晚上

调查问卷（MEQ），状态-特质焦虑量表（STAI-Y），匹

兹堡睡眠质量问卷指数（PSQI）和行为避免/抑制（BIS / 
BAS）。在测试过程中，参与者连续24小时佩戴了两种设

备：心率监测仪（Polar H7心率监测仪-Polar Electro Inc.，
美国纽约州贝斯佩奇）记录心跳和心跳间隔，以及活动记

录仪（ActiGraph wGT3X-BT-ActiGraph LLC，美国佛罗里

达州彭萨科拉）以记录诸如加速度计数据，睡眠质量和体

育锻炼之类的书法信息。此外，在一天的不同时间（即第

二天的10、14、18、22和9）记录感知的情绪（积极和消

极的情绪安排-PANAS）。此外，参加者在入睡前填写了

每日压力清单（DSI），以总结当天的压力事件。 

一天两次（即上床睡觉前和醒来时），受试者在家中

用适当的小瓶收集唾液样本。唾液样本用于提取RNA并测

量特定时钟基因的诱导，并评估特定激素。研究参与者需

要至少一周的药物洗脱期。 

4.2．实例应用 

我们旨在研究志愿者的每小时心率、睡眠前后唾液中

皮质醇水平差、体质指数（ ( ) ( )2kg m体重 身高 ）、行为回

避/抑制指数等因素对睡眠质量的影响[14]。其中，行为回

避/抑制指数（BIS/BAS）包含了4个子分量指标，即对厌

恶事件的敏感性（Bis）、对奖励的响应性（Reward）、

个人的持久性和激励力度（Drive）、寻求刺激的冲动性

（Fun）。 

本次研究的响应变量是志愿者的匹兹堡睡眠质量调查

问卷指数[15]；标量型数据为睡眠前后唾液中的皮质醇水平

差、体质指数、行为回避/抑制指数；响应变量为志愿者一

天24小时的心率变化。图2给出了某志愿者一天24小时的每

分钟心率变化。将数据代入我们的模型中，即可得到函数

型参数 β̂ 和非函数型参数 γ̂ 。研究结果见表1和图3。 

 

图2 某志愿者每分钟心率变化图。 
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表1 表格说明应为表的相应说明性文字。 

 Estimate Std.Error t value Pr(>|t|)  

(Intercept) -13.74223 13.11028 -1.048 0.3715  

1β̂  0.47681 0.31339 1.521 0.2255  

2β̂  -0.10631 0.09969 -1.066 0.3644  

3β̂  0.30778 0.14241 2.161 0.1194  

4β̂  -0.37000 0.22588 -1.638 0.1999  

5β̂  -0.23609 0.06148 -3.840 0.0311 * 

6β̂  0.08040 0.07167 1.122 0.3436  

7β̂  0.08272 0.08948 0.924 0.4234  

8β̂  -0.42945 0.17103 -2.511 0.0869 . 

9β̂  0.74572 0.26499 2.814 0.0671 . 

10β̂  -0.34513 0.20328 -1.698 0.1881  

11β̂  0.19288 0.07918 2.436 0.0928 . 

γ̂
皮质醇

 46.80798 19.32102 2.423 0.0939 . 

γ̂
体质指数

 0.67268 0.22606 2.976 0.0588 . 

/ _ˆ
BIS BAS Bisγ  -1.02237 0.23747 -4.305 0.0231 * 

/ _ Reˆ
BIS BAS wardγ  0.28971 0.15276 1.897 0.1542  

/ _ˆ
BIS BAS Driveγ  -0.52872 0.24916 -2.122 0.1239  

/ _ˆ
BIS BAS Funγ  -0.74234 0.48433 -1.533 0.2229  

R-sq.(adj) = 0.9655 Deviance explained =87.03%。 

 

图3 残差图。 

由表1可以看出，心率对睡眠质量是有一定影响的，

可以粗略地看出，在晚上心率与睡眠质量是负相关的，在

白天心率与睡眠质量是正相关的，即晚上心率与差的睡眠

质量有关，白天心率与好的睡眠质量有关；行为回避/抑
制指数对睡眠质量的影响相对较大，且与睡眠质量是负相

关，即回避/抑制指数对差的睡眠质量有影响；早晚皮质

醇水平差和体质指数对睡眠质量有一定的影响，且与睡眠

质量是正相关的，即与好的睡眠质量有关。 

由图3可以看出，（a）图是残差与真实值之间的关系，

可以看出残差与真实值是无关的；（b）图是检验残差的

正态性，从图可以看出残差服从正态分布；（c）图是检

验等方差的假设，从图可以看出方差是一个定值；（d）
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图是检验数据分析中特别极端的点，可以看出第3个点和

第17个点是极端点。由表1和图3可以清晰的看出此模型中

的预测变量可以很好的解释响应变量。部分函数型线性模

型的应用得到了进一步的推广。 

5．结论 

本文提出了部分函数型线性模型，即响应变量是标量

型的预测变量既有向量又有函数型的混合变量之间的线

性关系。并将部分函数型线性模型应用于健康科学领域。

本文研究了健康成年男性的睡眠质量。通过显著性检验，

我们得出结论：心率、睡眠前后唾液中皮质醇水平差、体

质指数、行为回避/抑制指数对睡眠质量都有不同显著性

的影响。心率在晚上与差的睡眠质量有关，在白天与好的

睡眠质量有关；行为回避/抑制指数与差的睡眠质量有关；

早晚皮质醇水平差和体质指数与好的睡眠质量有关。为了

提高我们的睡眠质量，我们建议定期体检，了解自己的身

体状态；同时加强体育锻炼，增强体质，保障体内激素的

正常分泌；更重要的是关注心理健康，提高自我调节能力，

必要时及时就医。因此，身体健康与心理健康对人们睡眠

质量都有很大的影响。我们应该倡导健康生活习惯的同时，

也要注意自身的心理调节，身体与心理同时健康才是真正

的健康。 
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